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Premiére partie, questions a4 choix unique

Pour chaque énoncé proposé, plusieurs questions sont posées. Pour chaque question, marquer la case corre-
spondante & la réponse correcte sans faire de ratures. Il n’y a qu'une seule réponse correcte par question.

Enoncé

On donne I'application linéaire:

fiR3 5 R (1,y,2) = (—x — 2,y + 22,3z + y + 52).

Question 1 (1 point) Quelle est 'image de (—1,—3,1) par 'application linéaire fo f —4f — 2idgs?

[](251) [](1,3,-5) []4,-3,6) W 374

Question 2 (2 points) Parmi les équations suivantes, sélectionner celle qui décrit un plan vectoriel de R?
contenant Ker(f o f).

|:|3x+y+5z:0 Dx+y+3z:0 .2z+y+4z:0 Dxnyrz:O

Question 3 (1 point) Parmi les éléments suivants de R?, sélectionner celui qui posséde (au moins) un
antécédent par f.

B 5.2 [](2-1,4) []3,1,5) [](~1,2,6)
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Enoncé

On donne une application linéaire f : R® — R3 non nulle vérifiant:

Y(z,y,2) €R® (x,y,2) #(0,0,0) et 22 —3y+52=0 = [ '{(z,9,2)}) =2.

Question 4 (1 point) Que vaut le rang de f 7

[12 [Jo 13 N

Question 5 (2 points) On sait que I'une des matrices suivantes est égale a:

[f1B,Bean

oll B est une base de R3 et B.,n est la base canonique de R3. Laquelle ?

3 -1 2 10 4 12
[J[1 2 3 (]33 -3 0 []]13 2 -1 B
4 1 5 05

1 -1 -2
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Enoncé

On donne les deux bases suivantes de R3:
B=(2,0,1),(0,-1,3),(1,0,1) B = (5,2,-1),(3,1,0),(2,0,0)

et ’application linéaire f : R? — R3 vérifiant:

1 2 1
[flss=[0 1 0
1 -3 -1

Question 6 (2 points) Que vaut le déterminant de f?

[]1 []-1 [] -2 K

Question 7 (2 points) Parmi les triplets suivants, sélectionner celui qui est égal a f(5,2,—1).

[ ]@,0,1) [ ]s,2,0 [](7,2,-1) B oo
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Deuxiéme partie, questions de type ouvert

Répondre dans l'espace dédié. Votre réponse doit étre soigneusement justifiée, toutes les étapes de votre
raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases & cocher: elles sont réservées au

correcteur.

Question 8: (Cette question est notée sur 7 points.
B (LBl [l

On donne les éléments suivants de R3:
v =(2,1,-5), vy =(3,1,2), wvs=(1,0,3).
(a) Montrer que la famille B = v, vo, v3 est une base de R3.
(b) Pour tout v = (z,vy,2) € R3, calculer [v]z et écrire la décomposition correspondante de v sur B.
(c) Vérifier la décomposition trouvée au (b) dans le cas particulier ot v = (1,0,0).
(d) Déterminer un élément v, de R? tel que la famille:
B =wv1,v3,v4
est une base de R? dans laquelle la deuxiéme et la troisiéme coordonnée de vy sont égales.

Solution

(a) Calculons le déterminant:

1 -1
0|=10

3 -7

=-3+7=4
-7 3 *

N = W

1

of = ‘
3
Comme il est non nul, on peut affirmer que B est bien une base de R3.

(b) On trouve les coordonnées de v en inversant un systéme linéaire:

201 + 3ta + i3 ==x

t1
[U]B = |t & v =11v1 + 02 + 1303 & t1 +tao=yvy =
t?’ —5t1+2t2+3t322
ti+te=y th+to=y t1=%w—£ —iz
& (btla=r-2 & Jttlz=x-2 & (te=—jr+ iyt g2
Tto +3t3 =5y + 2z 4ty = =3z + 11y + 2 ty=1x— Ly 1,

La décomposition de v sur B s’écrit donc:

(¢) Pour v = (1,0,0), la décomposition trouvée au (b) donne :

(15070) = %(27 17 75) - %(37 172) + %(15073)

Vérifions qu’elle est vraie :

%(Z 1’_5) - %(?% 1,2) + %(1,0,3) = (g» %’_%) + (_%a _%7_2) + (%a()? %) =
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(d) 1l suffit par exemple de prendre :
Vg4 = V2 — V3 = (2, 1, —1).

La famille B’ = v1,v3, v4 est bien une base de R2, puisque:

2 1 2 2 1 3 2 31
1 0 1|=]1 0 1j=—]1 1 0|=—-4#0
-5 3 -1 -5 3 2 -5 2 3

Par ailleurs, la décomposition de vy dans cette base est:

1}2:0'7)1+1~U3+1' V4
~~

V2—v3

Par conséquent, les deuxiéme et troisiéme coordonnées de vo dans dans B’ sont égales (a 1).
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Question 9: Cette question est notée sur 7 points.

L [ds L[ Js [ Js [ s s
W [ [kl [l
On donne les applications linéaires f, g : R? — R? définies par les formules suivantes:
f(z,y,2) = (4x+20y+8z, —x—by—2z, 20+10y+4z2) et g(z,y,2) = (do+4y+3z, —5x+6y—=z, 3x+2y+22).
(a) Quel est le rang de f? Donner une base de Ker f.
(b) Ecrire la matrice de g en base canonique et en déterminer une décomposition colonne-ligne minimale.

(c) Sans aucune justification, donner une application linéaire h : R?® — R?® de rang 2 vérifiant:
foh=0 et Ker(g+h)=ZKerg.
Solution
(a) Ecrivons f sous la forme :
flz,y,2) = (4z + 20y + 8z, —x — by — 22,2z + 10y + 42) = (z + Sy + 22)(4, -1, 2).

Au niveau matriciel :

4 20 8 4
A=|-1 -5 =2|=[-1](1 5 2).
2 10 4 2

De cette maniére, on voit que f est de rang 1 et que le noyau de f est le plan vectoriel :
Ker f:x+5y+2z=0.

Il a pour base :
(5,—1,0), (2,0,-1).

(b) La matrice de g en base canonique est :

4 4 3
B=|-5 6 -1
3 2 2

Les opérations Cy < Cy — 5C3 puis Cy < C5 + 6C3 ménent & la matrice:

—-11 22 3
0 0 -1
-7 14 2

dans laquelle une relation de proportionnalité est apparue (facteur —2 pour passer de la premiére
colonne 4 la troisiéme). On en déduit la relation suivante entre les colonnes de B:

4 3 4 3
—2(-5|-5(-1])=[6]+6]-1
3 2 2 2
ou encore:
4 4 3
6] =—2|-5]+4[-1
2 3 2
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En partant de la décomposition:

4 4 3
B=|-5](1 0 0)+(6](0 1 0)+|-1](0 0 1)
3 2 2
et en insérant la relation ci-dessus on obtient alors:
4 3
B=|-5](1 =2 0)+[-1|(0 4 1).
3 2

Comme B posséde une décomposition de longueur 2 on sait que son rang est inférieur ou égal a 2.
Par ailleurs, ses colonnes (ou aussi ses lignes) ne sont pas deux-a-deux proportionnelles, donc elle est
de rang supérieur ou égal & 2. En conclusion, B est de rang 2 et la décomposition écrite ci-dessus est
minimale.

Définissons h par sa matrice C' en base canonique :

5 2 5 -2 2
C=(-1](1 =2 0)+f(o0])(0 4 1)=|-1 2 0],
0 -1 0 -4 -1

ou encore:
h(z,y,z) = (bx — 2y + 2z, —x + 2y, —4y — z).

Comme C' posséde une décomposition colonne-ligne de longueur 2 elle est de rang inférieur ou égal
a 2. Par ailleurs, il est clair qu’elle est de rang strictement supérieur a 1 (ses colonnes ne sont pas
deux-a-deux proportionnelles). Par conséquent, h est bien de rang 2. On a aussi:

5 2

AC=A|-1|(1 =2 0)+A[ 0 |(O0 4 1)=0
0 -1
N—_—— N—_——

(8) (8)

si bien que f o h est bien 'application nulle. Enfin, observons que :

9 5
B+C=(-6](1 =2 0)+(-1](0 4 1)
3 1

ce qui permet de montrer que g et g + h ont le méme noyau, a savoir la droite vectorielle d’équations :

rz—2y=0
dy+2=0.



